Diagnostyka regresji cz.1 1

[wg Jobson, 227]

Niech y = X8 +u, Bu = 0,Vu = 0%, X € M (n,p+1). Uwagal W
macierzy planu X pierwsza kolumna sktada sie z samych jedynek, a p + 1
jest liczba wspotczynnikéw regresji dla p zmiennych. Warunek najmniejszych
kwadratéw |y — X G]|*daje estymator b parametru 3 postaci

b= (X"X) " X7y

Wtedy
j=Xb=X(X"X) X"y

-1
Oznaczmy H = X (XTX> X7 aprzez e = y— i wektor reszt z regresji
probkowej. Wtedy

— Xp+u,
Xb+e
= Hy,e=(—H)y

SIS
Il

Wtiasnosé 1

HX = X, Hl,=1, (I—-H)X=0
H = H' H>=H, (I-H?’=I-H
Dowdd
HT = (X (x7x)" XT>T - X (X"x) X" =H,
o = X (X"X) " (x7X) (x7X) X7 =X (X"Xx) X" =H,
(I-H? = I-H-H+H>=I-H

H jest wiec operatorem rzutu prostopadtego na ptaszczyzne regresji prob-
kowej, I — H operatorem rzutu prostopadiego na ptaszczyzne btedu probko-
wego.

Wtasnosé 2

Reszty u od regresji populacji sq niezalezne (Vu = o1 ), natomiast reszty
e od regresji prébkowej sq zalezne, Ve = o2 (I — H).

Dowod
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Ee = E(I-H)y=(—-H)Ey=(I—H)Xp
(I-H)X = 0= Ee=0

Ve = EBee' =FE(I—-H)yy" (I -H)=(I-H)Eyy" (I - H),
Eyw' = E(Xf+u) (XB+u)" = X867XT + Buu = XB6TXT + 01,
(I -H)Eyy" = (I-H)X)B"X" +0*(I = H)=0"(I - H),
Ve = o*(I-H)(I-H)=0*(I—-H)

Bedzie dowdd, ze % < hy < 1. Gdy hy; =1 to Ve; = 0 a wiec z prawdo-
podobienstwem 1 reszta e; = 0.

Definicja

Reszta standaryzowang nazywamy wielkosé

€;

S\/l — hii7

ri =

gdzie s jest estymatorem o.
Z faktu, ze HX = X wynika, ze H1,, = 1,,.
Wtedy
y=ly= 1Ty = 1757
n n n
i trojkat o bokach y, 7,71, jest tréjkatem prostokatnym.
Stad dla kazdego y zachodza nieréwnosci

Mamy
17 =71 = Nl — 29159 + [y1al”
|Hy|* = 2ng7 +n ()°
= y"Hy—n(y)*
ly =71l = Nyl — 291y + [71al

lyl* —n (3)*
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A wigc, dla kazdego y zachodza nieréwnosci

Ilyll> > " Hy > n (3)°

Ktadac y* = [0,0,...,0,1,0,...,0] z jedynka na i-tym miejscu otrzymamy

N

1
— hi <1,
n

S hy = Tr(H)=Tr (X (XTX)*1 XT)
_ T ( (x7x)" XTX) — T (I)
= p+1

Wspotezynnik h;; opisuje wplyw i-tej oberwacji na regresje, gdyz

Ui = Y hijy; = hiyi + > hijy;
7 i

(2 (23

Y B = B (1= h),

S = (HHT) = (HY) = h
j=1

J#i
1
ki < -
(X
JF#i 4

Dla hy > % duze wartosci hy; oznaczaja mate wartosci hy;
Przyjmiemy, ze warto$¢ h;; jest duza, gdy

1 2(p+1)

hi; > 2n EZ: hi = -

Ocenimy teraz jakie modyfikacje w oszacowaniu réwnania regresji spowo-
duje usuniecie jednej, i-tej obserwacji.

Oznaczmy przez X macierz X po usunieciu i-tego wiersza (X €
M (n—1,p+1)), zas przez yu n — 1 - wymiarowy wektor y po usunieciu
i-tego wiersza.

Niech b;y oznacza p+1- wymiarowy wektor estymatoréw wspotczynnikow
regresji, zas y(;) oznacza n - wymiarowy wektor wartoéci regresji, gdy z danych
usunieto i-tg obserwacje.
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Wtedy
Yoy = Xbe,
by = (XD X)) XT
(i) = ( (i) (i)) )Y

Zauwazmy, ze X(Tl.)y(i) = XTy — XTy;, gdzie X; jest i-tym wierszem ma-

cierzy X.
T “1r T LT T
bi) = (X(i)X(i)) Xovae) = (X(i)X(i)> (X y—X, yz)
Skorzystamy ze wzoru [Madansky, 140]

XTX) T XIx (XTx)

() - () XXX

- - XTX 71X.TX1. xTx) ' xT
(xX6Xw) X7y = (X7X) ey ¢ KTX) Zl—lgii ) Xy _

(x7x) " x75

= b+ 1 h,

gdyz 7 = X, (XTX) T XTy

XTX>71 XTyt (XTX)*l XX, (XTX)*1 Xy _

(XEX0) " XTu = o

(
_ (XTX>_1 Ty 4 (XTX) -1 XThyy; _
(

1 — Dy
(X7x) " XTIy,
1 —hy

1 h
XTX) XTIy (1 “ =
) i < i hii)
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- e (XTX)  XT
eX(XTX)XT snX (XTX) X7
- U 1 — ha v T

Odlegtoscia Cooka nazywamy liczbe

2

-
Cos2(p+1)

Odleglosé Cooka ocenia skutki usuniecia i-tej obserwacji. Jest standaryzo-
wang Srednig odlegloscia pomiedzy wartosciami regresji przed i po usunieciu
i-tej obserwacji.

_ 2

I e B G

b = 2+l s+l s2pr) 0 hg)

HX (x7x) " X7 T X (X7x) " XTX (XTx) T XT = X (XTX) XD = ha,
Do s2r2hy _ 2 hi;

s2(p+1)(1—hy)  “(p+1)(1— hy)

Pierwszy sktadnik iloczynu odpowiada za odchylenia od regresji, zas drugi
- za wielkos¢ wpltywu



